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1 INTERPOLATION VON MESSWERTEN

1.1 FRAGESTELLUNG

»Beeinflusst die Interpolation die Riickfithrbarkeit an den interpolierten Zwischenwerten?«

»Ist die Interpolation iiber einen Parameter (also mit einer variablen Eingangsgrofde x) wie
z.B. Spannung, Frequenz, Widerstand als y = f(x) bei Beriicksichtigung der dadurch ent-
stehenden Abweichung an den Kontrollwerten zuldssig indem z.B. die wahrscheinliche Inter-
polationsabweichung als Unsicherheitsbeitrag in der Messunsicherheitsbilanz beriicksichtigt

wird?«

1.2 ANALYSE DER AUSGANGSSITUATION

Die Riickfiihrung ist nur an singuldren Punkten - sogenannten Stiitzpunkten! - gegeben.
Gewiinscht wird eine riickfithrbare Angabe von Zwischenwerten.

De facto ist die Interpolation ein gdngiges Verfahren zur Ermittlung von Messgréfien, nur ver-
birgt sie sich in der Regel so im Messablauf, dass sie weder auffallt, noch in der Mess-
unsicherheit als ,Interpolation” bertcksichtigt wird.

Alle Messmittel, die Messbereiche aufweisen, interpolieren selbststindig Zwischenwerte
durchgangig oder in kleinen Schritten; werden jedoch an immer weniger Stiitzpunkten rtck-
gefiihrten. Bei Multifunktionsinstrumenten (Digitale Multimeter oder Kalibratoren) haben wir
mittlerweile hdufig zwanzig oder mehr Messbereiche, die in vielen Fallen nur noch an drei bis
finf Stitzpunkten je Bereich kalibriert werden. Entsprechend grofd ist der Bereich, der
zwischen den Stiitzpunkten liberspannt wird und vom Messmittel selbst interpoliert wird. Mit
aller Selbstverstandlichkeit ordnen wir dem Messmittel dann Messunsicherheitsbeitrage in
der Art , Linearitit des Messmittels“, oder dhnliche zu.

Ohne diese Interpolation - gleich welcher Art — ware Messen gar nicht méglich und wiirde

sich auf ,zihlen“ reduzieren.

L Wir nutzen den Begiff ,Stiitzpunkte* fiir die Werte im Messbereich, an denen ein Messmittel riickgefiihrt wurde.

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.

Pesch Consulting // Bernd Pesch, An der Olmiihle 17, 53909 Zulpich, BerndPesch@Messunsicherheit.com
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1.3 ANTWORTEN

1.3.1 Fragestellung: Riickfiihrbarkeit

»Beeinflusst die Interpolation die Riickfiihrbarkeit an den interpolierten Zwischenwerten?«

Die Frage ist mit ,Nein“ zu beantworten. Die Riickfiihrbarkeit wird durch die Interpolation
nicht beeinflusst, da das Einbringen entsprechender Beitrdge in der Budgetbildung moglich
ist. Beeinflusst wird die zugeordnete Messunsicherheit.

1.3.2 Fragestellung: Zulassigkeit unter Einbringung entsprechender Beitrage

»Ist die Interpolation tiber einen Parameter (also mit einer variablen Eingangsgrofse x) wie z.B.
Spannung, Frequenz, Widerstand als y = f(x) bei Berlicksichtigung der dadurch entstehenden
Abweichung an den Kontrollwerten zuldssig indem z.B. die wahrscheinliche Interpolations-
abweichung als Unsicherheitsbeitrag in der Messunsicherheitsbilanz berticksichtigt wird?«

,Ja“. Die Interpolation ist zuldssig. Ein entsprechender Beitrag ist abzuschitzen und zu
berticksichtigen, da er wahrend der Messwertermittlung auftritt und verlasslich beschrieben
werden kann.2

In keiner Grundlagendokumentation wird ein Messverfahren ausgeschlossen, dessen
Unsicherheitsbeitrage abgeschatzt werden konnen. Erst wenn Abschitzungen versagen, ist
die Messung nicht riickfiihrbar und somit wertlos.

% Die Zulassigkeit lasst sich auch aus JCGM 100:2008, Ifd.Nr. 3.1.2 (f) herleiten, worin die Messung als Schatzung mit
Unsicherheit bezeichnet wird. Die Einflisse sollen komplett beriicksichtigt werden (,with sufficent completeness®).

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.

Pesch Consulting // Bernd Pesch, An der Olmiihle 17, 53909 Zulpich, BerndPesch@Messunsicherheit.com
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2 BEISPIEL EINER INTERPOLATION

Nachfolgendes Beispiel zeigt eine manuell durchgefiihrte Interpolation auf der Basis der
Stiitzpunkte einer Riickfiihrung und den Umgang mit der Messunsicherheit.

2.1 BESCHREIBUNG DER MESSAUFGABE: EINFUGEDAMPFUNG

Der Parameter HF-Einfligeddmpfung wird in der beschriebenen Form seit dem Jahr 2000 im
Bereich des Kalibrierzentrums der Bundeswehr unter Anwendung aller wirtschaftlich und
zeitlich vertretbarer Mafdnahmen zur Reduktion von Messunsicherheiten an koaxialen Kom-
ponenten und Hohlleiter angewendet. Die Interpolation ist eine dieser Mafinahmen. Der
Parameter wurde mit dem vorgestellten Messprozess? und -verfahren in dieser Form
akkreditiert*.

Der Messplatz besteht auf einem Vektor-Network Analyzer, dem zugehérigen Generator und
einem Test Set mit Richtkopplern und Detektoren®. Ergdnzt werden die Messmittel durch
speziell selektierte Messhilfsmittel.

Der Priifling und ein Normal werden sechs Mal bei unterschiedlichen Drehstellungen im
Zyklus 0-N-P-P-N-0 vermessen, wobei ,0“ fiir die durchverbundene Leitung steht und einen
definierten Bezugspegel® liefert. Die Messgrofde wird als Mittelwert der mehrfachen
Zyklusmessung, unterschieden nach den jeweiligen Betriebsrichtungen, als komplexe Grofde
ermittelt und im hier beschriebenen Falle skalar ausgewertet. Die Ermittlung der Messgrofde
folgt der Prozessgleichung:

" (—(Any — Ap) + (Apy — Ax2))
2'n

A = Aywar — Anwan + Agicheig = + Agichtig

Gleichung 2-1: Prozessgleichung der Dampfungsmessung’

® Entwicklung des Messprozesses: Bernd Pesch, Validierung: Falko Rampolt

4 Begutachtung im Rahmen der Akkreditierung: Dr. Stumpe, Dr. Janik

® Bei dieser Messgrofie wird bewusst ein ,uralter” Wiltron 360 Arbeitsplatz genutzt, weil er eine hervorragende Stabilitat
liefert.

® Normalerweise ist im N-P-P-N Zyklus die Nullmessung nicht notwendig, da die Messgrof3e aus der Differenz zwischen
Prifling und Normal ermittelt wird. Die Ergédnzung um ein definiertes Null bietet jedoch viele Vorteile bei der Bewertung
des Messplatzes (, Tagesform®). So kann das Rauschniveau der Messung bestimmt werden, oder aus der Differenz
Normal — Null eine Linearitats- und Driftaussage hergeleitet werden.

" Die Darstellung und Positionierung der Ablesewerte der Dampfung im Zahler des Bruchs steht fir die Reihenfolge im
Messzyklus.

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.

Pesch Consulting // Bernd Pesch, An der Olmiihle 17, 53909 Zulpich, BerndPesch@Messunsicherheit.com
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A Mittelwert der gemessenen Dampfungsdifferenz Priifling-Normal

Anwap Messwert der Dampfung des Priiflings

Anwan Messwert der Dampfung des Bezugsnormals (ggf. als Reihenschaltung
mehrerer Normale)

Any, A2 Messwerte des jeweils gleichen Normals im Zyklus. Die Zusatzindizes 1
und 2 kennzeichnen die erste und zweite Messung des Normals
innerhalb eines Zyklus.

Ap1, Apz Messwerte des jeweils gleichen Priiflings im Zyklus. Die Zusatzindizes 1
und 2 kennzeichnen die erste und zweite Messung des Priiflings
innerhalb eines Zyklus.

ARichtig Richtiger Wert des Bezugsnormals gemafs PTB-Kalibrierschein

2.2 RUCKFUHRUNG DER STUTZPUNKTE

Die Riickfithrung der Messgrofie Einfiigedampfung (Dampfung einer Hochfrequenzleistung

tiber ein gegebenes Frequenzband) erfolgt mittels Einfiigeddmpfungsglieder als ,Mafdverkor-

perung®. Diese sind in ihrer Verkdrperung der Messgrofde stark frequenzabhéangig. Die Mess-

grofde ist zeitlich stabil und sehr gut reproduzierbar.. Die Realisierung jedes einzelnen

Frequenzpunktes ist mit Aufwand und Kosten verbunden. Das Bestreben ist es, mit moglichst

wenigen Stiitzpunkten auszukommen. Wir Beschriankung uns im Beispiel auf das Band

Gleichspannung bis 18 GHz. Ein typisches Stiitzpunktraster ware:

DC, 10 MHz, 20 MHz, 50 MHz, 100 MHz, 200 MHz, 500 MHz, 1 GHz, 2 GHz bis
18 GHz in 2 GHz-Schrittweite.

Aus historischen Griinden (spezielle, allgemeine Anforderungen und Kundenforderungen)

sind weitere Frequenzpunkte von besonderem Interesse (Beispiele):

FREQUENZ ANWENDUNG
30 MHz Zwischenfrequenz verschiedener Dampfungsmesssystemes
800 MHz und 1,9 GHz Bandumschaltung mancher Mischer)

1,4 GHz, 1,6 GHz

GPS-Tragerfrequenz

9,... GHz

Cs-Atomfrequenznormal

Tabelle 2-1: Typische Frequenzpriifpunkte

& Kann nicht mit o.a. Messanordnung realisiert werden und wird skalar mittels thermischer Leistungsmessung ermittelt.

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.

Pesch Consulting // Bernd Pesch, An der Olmiihle 17, 53909 Zulpich, BerndPesch@Messunsicherheit.com
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Das Messsystem liefert bei diesen Frequenzen Ablesewerte, ohne sich dort auf Stiitzpunkte
des Normals beziehen zu kénnen. Bei diesen Frequenzen interpolieren wir die Kennlinie des

Normals®.
2.2.1 Favorisierte Interpolation
Lineare Interpolation Spline Interpolation
Vorteile Nachteile Vorteile Nachteile
g Y g ™\
| . Rl Grolere |
Stutzpunktraster . .
- Stutzpunktweite
notwendig
Erfasst Extrema im Berucksmhtlgt
Extrema zwischen
Kurvenverlauf . .
. . den Stutzpunkten Umfangreichere
Einfache Anwendung unzureichend .
besser Herleitung
Ke_m stf:tlger Bildet "dynamische
Funktionsiibergang x "
. Anderungen" der
zwischen - -
Geratekennlinie
benachbarten besser ab
L - Intervallen o L

Abbildung 2-1: Wahl des Interpolationsverfahrens

Gewadhlt wurde die Spline-Interpolation. Hierbei wird in jeweils zwischen zwei Stiitzpunkten
ein Polynom dritter Ordnung zur Beschreibung des vermuteten Verlaufs der Eigenschaften
des Normals angesetzt. Je benotigtem Abschnitt sind die Parameter ag bis as eines Polynoms...
Alfo fir: fur1) = asf® + aof 2 + asf + ag
Gleichung 2-2: Polynom der Splinelnterpolation

..Zu bestimmen.

® Interpolationen kénnen sich prinzipiell auf drei GroRen im Rahmen einer Messung beziehen: a) wie hier beschrieben
auf das Normal, b) auf die Eigenschaft der Messanordnung beim Transfer (wird stillschweigend durch die Messanord-
nung selbst gemacht), oder c) nachtraglich bei den ermittelten Werten des Pruflings Gber die Stutzpunkte der Priflings-
kalibrierung. Variante a liefert die besten Ergebnisse, da man sich hier auf ein bekanntes Normal unter bekannten
Laborbedingungen mit bekannten Interpolationsverfahren verlasst.

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.
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Mit: f fiir die Frequenz in GHz
A(f) fiir die Dampfung bei dieser Frequenz.
fa ist die Frequenz des letzten Stitzpunktes unter der aktuell zu
betrachtenden Frequenz
fie ...zu der die Dampfung zu interpolieren ist.
finn) ist die Frequenz des ersten Stiitzpunktes oberhalb der Interpolations-
frequenz.

Es werden vier Bestimmungsgleichungen bendtigt, wobei sich zwei auf die Wertepaare (f»
A(fn)) und (fin+1), A(fn+1)) in Gleichung 2-2 direkt stiitzen. Die weiteren Gleichungen werden
aus dem Ansatz der Stetigkeit der ersten Ableitungen der stiickweisen Interpolation an den
Stiitzpunkten gewonnen. Hierbei wird berticksichtigt, dass sich der Ergebnisraum A;r = Air(f)
aus stetigen Funktionen zusammensetzt, welche an den Kalibrierpunkten gemeinsame Uber-
gangspunkte und identische Steigungsmaf3e haben. Da ohne bekannte Funktion die Ablei-
tungen nicht definierbar sind, behilft man sich durch Bildung der mittleren Steigungsmafie

(Differenzenquotienten) in den jeweils benachbarten Abschnitten um f, und f(n+1).

A Déampfung
A(fn)
Dy — e Alf)
T [ A(fnn) A(fns2))
A(ff[l_-_l))""// =]
?’-’ Dn+1
P
LICEN finy fir fnen) fins2) Frequenz

Abbildung 2-2: Darstellung der Interpolationsgrofien

A(f)y=3a,f?+2a,f +a

Gleichung 2-3: Ableitung des Interpolationspolynoms

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.
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2.2.2 Losung des Gleichungssystems

Zu losen ist dann folgendes System:

A, a, a, a a 0 0 0 0 fl
A _ 0 0 0 0 a a, a a
D, 0 383; 2a, a 0 0 0 0|]|fl,y
Doy 0 0 0 0 0 33 2a a)|fiy

Gleichung 2-4: Bestimmungsmatrix der Interpolationsparameter

3 MESSUNSICHERHEITSBEITRAG DER INTERPOLATION

Intervallzwischenwerte werden mittels der oben angegebenen, modifizierten Spline-
Interpolation bestimmt. Zur Ermittlung der Kenngroéfie ,Messunsicherheitseinfluss“ muss
eine verlassliche Aussage zur Differenz zwischen der unbekannten, realen Kennlinie des
Messmittels und Interpolation getroffen werden. In der Regel nutzt man hierzu Schatzwerte
auf der Basis von Erfahrungen.

3.1 DER KLASSISCHE ANSATZ

Am Beispiel der linearen Interpolation wird gezeigt, worin die Grenzen der Behandlung
mittels GUM Framework zu sehen sind.
Ausgehend von der Geradengleichung y = mx + b lasst sich mit Hilfe der Punkte y; = f(x;)
und y, = f(x,) die Zwei-Punkte Form der Gerade und somit die Interpolationsgleichung
erstellen:

Ymt =1 +%' (y2—y1)

Gleichung 3-1: Zwei Punkte Form der Gerade (zugleich Interpolationsgleichung)

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.

Pesch Consulting // Bernd Pesch, An der Olmiihle 17, 53909 Zulpich, BerndPesch@Messunsicherheit.com
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Im Folgenden nutzen wir fiir die Lage des interpolierten Wertes folgende Kurzform:

Xt — X1
Pos = ——
X2 —Xq

Gleichung 3-2: Lage im Interpolationsintervall

mit 0 < Pos < 1.

Betrachten wir obige Funktion als Prozessgleichung, dann ware fiir die Interpolation folgende

Modellgleichung zu erstellen:

Yint = Y1 +Pos- (y; —y1) + Ot

Gleichung 3-3: Ansatz einer Modellgleichung zur Interpolation

Hierbei sind messunsicherheitsbehaftet:

Vi Funktionswert (Messergebnis) am Punkt x;. Dem Funktionswert wird
als Einflussgrofie e; die Messunsicherheit der Stiitzpunktmessung
Uo95(y1) zugeordnet.

V2 dto., jedoch fiir den Messwert bei x2.
61nt-

Die beiden Funktionswerte y; und y2 sind hochgradig korreliert. Die Unsicherheitseinfliisse
der Festlegung der x-Lage der Stiitzpunkte sei (in diesem Beispiel) unrelevant klein.

Die partiellen Ableitungen sind:

ay;
Cy1 =a—y1= 1— Pos

Gleichung 3-4: ###

9y
Cy, = a—yz = Pos

Gleichung 3-5: ###

2y,

Cme=5—=1
d
Int

Gleichung 3-6: ###

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.
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Fiir ein typisches Budget aus den drei Einflussgrofien e; = U(y:), ez = U(y2) und e = u(Sine)
berticksichtigt man die Normalverteilung der Einflussgréfien y; und y2, sowie einen Anteil der
Schatzung fiir e;: mit Rechteckverteilungl0. Als Budgetgleichung ware zu bestimmen:

1 21 21 2 11
Uk:k' <_'C1'e1) +<_'C2'62) +(—'1'emt) +2'p1,2'__'C1'C2'el'ez
JG, JG, V3 JG1 /G,

2

1
U=k |[(1-(1—Pos) e;)?+(1-Pos-ey)? + (ﬁ 1- e,nt> + .- (Korrelation)

Gleichung 3-7: ###

In Abhangigkeit von der Lage des Interpolationspunktes x; im Intervall x; < x; < x2 verschiebt
sich die Gewichtung der Unsicherheiten zwischen u; und uz. In der Regel kann bei benach-
barten Messpunkten im gleichen Messintervall davon ausgegangen werden, dass u; = u, gilt
(gleiche Messbedingungen, gleicher Messprozess, Korrelationskoeffizient p nahe 1). In der
Praxis wird man dann feststellen, dass die Behandlung nach dem GUM Framework nicht
funktionieren kann, weil die beiden Einzelmessungen zu y; und y» wie eine Wiederholungs-
messung gesehen werden. Dies fiihrt zu einer Reduktion der Messunsicherheit um bis zu
1/V2 in Intervallmitte bei unkorrelierter Betrachtung.

Begriindung: In Abhédngigkeit von der Lage Pos gilt (bezogen auf die Werte der Sensitivitats-
koeffizienten:

JPos?2+ (1 —Pos)2 <1

Gleichung 3-8: ###

Nun ist es formal durchaus begriindbar, dass man durch eine indirekte Messung links und
rechts vom eigentlichen Messpunkt und beidseitiger Anndherung kleinere Messunsicher-
heiten erzielen kann.

Aber in der Praxis halte ich diesen Ansatz fiir falsch, weil die Eigenheiten der Interpolation
tiber einen unbekannten Kurvenverlauf durchgefiihrt wird, der hier als linear idealisiert wird.

Und eben diese Voraussetzung ist nicht gegeben.

Es ist auch keine Losung, den in

1% Hier steht bewusst e; = U(y#), da Als Einflussgrof3e die um 1/k korrigierten Ergebnisse Der Budgets zu den
Stitzpunkten stehen.

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
Das Dokument darf nur zu internen Zwecken des DAKKS verwendet werden.
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3.2 EINE LINEARITATSABSCHATZUNG DER INTERPOLATION

Der Messunsicherheitseinfluss einer Interpolation ist der Grofde ,Linearitit eines Mess-
mittels“ vergleichbar und konnte entsprechend als Schatzgrofie mit Rechteckverteilungen in
ein Budget libernommen werden. Dieses statische Verfahren liefert feststehende Mess-
unsicherheitsbeitrage unabhingig davon, ob man auf einem Stiitzpunkt, nahe daran, oder
weiter von diesen entfernt den Interpolationswert ermittelt. Da die Rechteckverteilung derart
grofd gewahlt werden muss, dass sie ,als Hiillkurve“ diese Falle alle beinhaltet, ist sie immer
nur als ,Worts Case“ Abschatzung zu sehen.

3.3 ALTERNATIVE BEHANDLUNG DER MESSUNSICHERHEIT DER INTERPOLATION

Bei dem hier beschriebenen Verfahren kommt eine andere Bewertung des Messunsicherheits-
einflusses ,Interpolation” zur Anwendung. Wir betrachten folgende Annahmen:

— Annahmen an den Stiitzpunkten |

* An den Stlitzpunkten ist die Messunsicherheit auf klassische Art ohne
Interpolation zu bilden.

e Der Messunsicherheitsbeitrag wird hier minimal sein.

——{  Annahmen im im Interpolationsintervall ]

e |In der Nahe der Stiitzpunkte gibt es kleinere Auswirkungen der
Interpolation als hiervon entfernt.

e Der groRRte Unsicherheitsbeitrag liegt nicht zwangslaufig in der
Intervallmitte und kann abhangig von der MU an den Stiitzpunkten sein.

¢ Die "Dynamik im Interpolationsintervall" - beschrieben durch die
Koeffizienten des Ausgleichspolynoms - kann die Messunsicherheit
beeinflussen.

—— Formale Beschreibbarkeit der GroRe des Beitrages |

* Gewlinscht wird eine "einfache" Formel zur Beschreibung der
zusatzlichen Messunsicherheit

Abbildung 3-1: Forderung an die Beschreibung des Messunsicherheitseinflusses.

Kerngedanke in der Bewertung des Messunsicherheitsbeitrags der Interpolation ist nun, dass
dieser wachsen muss, je weiter man sich von den bekannten Stiitzpunkten entfernt. Irgendwo
zwischen den Stiitzpunkten soll man dann das Maximum des zusatzlichen Messunsicher-
heitseinflusses erwarten konnen. Um dieses Verhalten numerisch kalkulierbar darstellen zu
konnen, empfiehlt es sich, die Messunsicherheit der Interpolation durch eine stetige Funktion

Die in dieser Dokumentation dargestellten Messwerte sind reale Beispiele eines Auftraggebers. Die Weitergabe des
Dokumentes ist — auch auszugsweise - ohne Zustimmung des Erstellers untersagt.
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zu beschreiben. Wichtigste Einflussgrofen in diese Berechnung sind die ermittelten er-
weiterten Messunsicherheiten an den Stiitzpunkten des Polynoms.

MeRunsicherheitseinfluss

nachstes Intervall

W) utt)

................................ u(fn) \ f
vorhergehendes ™., I_U( (n+1)

Intervall ]

-
fn f(miay fir fne) Frequenz

Abbildung 3-2: Unsicherheitseinfluss der Interpolation

Hier koénnte man ein Polynom zweiter Ordnung zur Beschreibung der Unsicherheit der
Interpolation ansetzen:

e(fir) = exfis +esfir + e

Gleichung 3-9: Ansatz fiir das Unsicherheitspolynom

Mit: e fiir den numerischen Beitrag der Einflussgrofde

fir fiur die Interpolationsfrequenz in den Grenzen zwischen f, und fn+1, an
denen das Interpolationsintervall durch Stiitzpunkt begrenzt ist

Das Polynom ist eindeutig bestimmbar mit den Punkten e(f:) = 0 und e(fn+1) = 0, sowie einem
formabhangigen, zu bestimmenden Maxima im Interpolationsintervall (emax,fmax)-

Die Lage des Maximums ist nicht konkret bestimmbar. Hierzu sind zu abzuschitzende Annah-
men einzubringen die empirisch validiert!! werden miissen. Die einfachste Annahme ist, frax
mittig zwischen f; und fn+1 zZu legen und einen Formfaktor k zu wahlen, der die Grofde des
Maximums festlegt!2. Die mittige Festlegung wurde spater als nicht sinnvoll bewertet.

™ wir zeigen spater, wie man im Rahmen der Validierung das Polynoms mittels bekannter Werte einmalig verifiziert und
dann als validiert fiir weitere Anwendungen betrachten kann.

!2 Diesen Ansatz haben wir auch zunachst gewahlt und im Rahmend der Validierung verworfen. Hier bleibt unberiick-
sichtigt, dass es durchaus einen Einfluss hat, ob die Messunsicherheiten an den Stitzpunkten gleich grof3 sind, oder
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Stattdessen wurde ein Ansatz gewahlt, der sich hier bewusst von der Bestimmungsmethode

nach dem klassischen GUM Framework 16st:

Wir bestimmen zundchst auf der Basis des Frameworks die Messunsicherheit fiir die inter-
polationsfreien Messwerte an den Stiitzpunkten. Um wie viel grofder die maximale Unsicher-
heit der Interpolation anzusetzen ist, soll wiederum durch ein Polynom zweiter Ordnung
beschrieben werden. Nun jedoch legen wir das Polynom iiber andere Kenngrofden fest:

e(fn) = u(f), e(fnr1) = ulfn+1)

Gleichung 3-10: Festlegung zweier Punkte des Polynoms

Mit: u(fn), u(fa+1)
fir die ermittelten Messunsicherheiten der Messung an den
Stiitzpunkten

Der Formfaktor k wird aus dem geometrischen Mittel von u(f,) und u(fn+1) wie folgt festgelegt:

— . 2 1
K=V w’ufn + Upa

Gleichung 3-11: Formfaktor des Unsicherheitspolynoms, zugleich Maximum der
Messunsicherheit im Interpolationsintervall

Mit: %4 fir einen Erweiterungsfaktor, der sich aus der Validierung des
Verfahrens ergibt.

unterschiedliche Werte aufweisen. Eine Messung, die bereits am Stiitzpunkt unsicherer ist muss auch dort einen
gréReren Beitrag der Interpolation aufweisen, da sie dort ,unsicherer verankert® werden kann.
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Abbildung 3-3: Beispiel (I) einer Interpolation
RAHMENDATEN STUTZPUNKTE MESSWERT MESSUNSICHERHEIT
n-1 2,0 GHz 9,90 dB 0,020 dB
n 4,0 GHz 9,95 dB 0,020 dB
IT 5,0 GHz 9,98 dB 0,036 dB
n+1 6,0 GHz 10,00 dB 0,030 dB
n+2 8,0 GHz 10,03 dB 0,030 dB
Formfaktor \% 1

Tabelle 3-1: Beispiel (I) einer Interpolation

Im Intervall 4 GHz bis 6 GHz soll ein Messwert fiir 5 GHz interpoliert werden. Das Beispiel
zeigt ein relativ lineares Steigen der Kennlinie unter Einbeziehung der umgebenden Inter-
valle. Die dargestellte Spline Interpolation ist nur zwischen 4 GHz und 6 GHz giiltig.

Die Stiitzpunkte haben verschieden grofie Messunsicherheiten!3. Die Unsicherheit des inter-
polierten Wertes ist um 20% grofier als die grofdere Messunsicherheit der Stiitzpunkte.

'3 Bei dieser Bewertung der (nachtraglichen) Interpolation ist es gleichgiiltig, wann die Messunsicherheit erweitert wird.
Wir gehen hier bereits von erweiterten Messunsicherheiten aus. So entsprechen die Werte der Stuitzpunkte den
tabellierten Werten im Kalibrierschein.
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10,10 dB
10,05 dB
10,00 dB
-]
': 9,95 dB
®
£ I + Stiizpunkte
=_r§ 5,90 d8 I —— Interpolation
,En —MuU
E 9,85dB
o -
9,80 dB +
9,75 dB
9,70 dB T T T T 1
0,0 GHz 0,5 GHz 1,0 GHz 1,5 GHz 2,0 GHz 2,5GHz
Frequenzin GHz
Abbildung 3-4: Beispiel (II) einer Interpolation
RAHMENDATEN STUTZPUNKTE MESSWERT MESSUNSICHERHEIT
n-1 0,2 GHz 9,78 dB 0,020 dB
n 0,5 GHz 9,82 dB 0,020 dB
IT 0,8 GHz 9,85 dB 0,028 dB
n+1 1,0 GHz 9,87 dB 0,020 dB
n+2 2,0 GHz 9,90 dB 0,020 dB
Formfaktor Y 1

Tabelle 3-2: Beispiel (II) einer Interpolation

Im diesem Falle haben beide Stiitzpunkte die gleiche Messunsicherheit. Mit dem Formfaktor14

V =1 liegt in der Intervallmitte die Messunsicherheit bei v2 - u,,.

1 Wir haben diverse Falle untersucht und validiert. In der Praxis hat sich dann gezeigt, dass wenn man das
Stutzpunktraster hinreichend eng wahlt, man mit V = 1 die Erweiterung der Messunsicherheit des Verfahrens gut
beschreibt.
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Abbildung 3-5: Beispiel (I1I) einer Interpolation
RAHMENDATEN STUTZPUNKTE MESSWERT MESSUNSICHERHEIT
n-1 14,0 GHz 9,87 dB 0,04 dB
n 16,0 GHz 9,95 dB 0,04 dB
IT 17,5 GHz 9,96 dB 0,09 dB
n+1 18,0 GHz 9,94 dB 0,08 dB
n+2 18,5 GHz 9,90 dB 0,08 dB
Formfaktor Vv 1

Tabelle 3-3: Beispiel (I1I) einer Interpolation

Nun steigt der Kurvenverlauf im Intervall vor dem Interpolationsintervall und fallt wieder im

folgenden Intervall. Hier muss ein (lokales) Extremum im Interpolationsintervall liegen. Mit

einer linearen Interpolation wiirde man definitiv ein deutlich schlechter approximiertes
Ergebnis angeben (hier: 9,945 dB anstatt 9,96 dB). Ware die erweiterte Messunsicherheit -
insbesondere bei 18 GHz - geringer, bestdnde die Gefahr, dass durch die Interpolation das
Messunsicherheitsintervall verlassen wird.
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4 VALIDIERUNG DER INTERPOLATION UND DER ZUGEORDNETEN
MESSUNSICHERHEIT

Die Validierung des Verfahrens stiitzt sich zundchst auf eine breitere Ausgangsbasis
gesicherter Messwerte ab. Hierzu wurde ein Satz Normale an gewlinschten Stiitzpunkten,
aber auch an jeweils mindestens einem Zwischenwert zwischen den spater geplanten Stiitz-
punkten kalibriert. So lag in einem Falle folgende Kette an Stiitzpunkten vor:

NR STUTZPUNKT NR STUTZPUNKT
1 DC 13 3 GHz
2 10 MHz 14 4 GHz
3 20 MHz 15 5 GHz
4 30 MHz 16 6 GHz
5 50 MHz 17 8 GHz
6 100 MHz 18 10 GHz
7 200 MHz 19 12 GHz
8 500 MHz 20 12,4 GHz
9 1 GHz 21 14 GHz
10 1,5 GHz 22 16 GHz
11 1,9 GHz 23 18 GHz
12 2 GHz

Tabelle 4-1: Typische Frequenzpriifpunkte

In einem ersten Durchgang wurden die Frequenzpunkte mit ungeraden laufenden Nummern
als Stiitzpunkte angenommen und an den jeweils anderen Punkten wurden Messwerte
interpoliert und anschlieffend mit den bekannten Werten an gleicher Stelle verglichen. Im
zweiten Falle wurden die Rollen getauscht.

Flir die Bewertung der Qualitdt der Interpolation und Festlegung des Validierungsfaktors V
wurden die Ergebnisse mittels Normalized Error Ratio ausgewertet. Hierbei wurde V jeweils
so variiert, bis mindestens jeweils 10 von 11 Werte die Bedingung E, < 0,5 erfillten.
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Die Teilnahme am DKD-Ringvergleich Dampfung 2006 lieferte eine Bewadhrungsprobe fiir das
Verfahrenls. Alle Ex-Werte lagen im Bereich unter 0,5 und bestdtigten die Referenzwerte

hochsignifikant!é.

Verfahrensdetails konnen gerne personlich diskutiert werden.

!5 Gefordert wurde u.a. die Bestimmung der Einfigedadmpfung bei 10,5 GHz. Angewendet wurde eine Interpolation des

Normals im Intervall 10 GHz bis 12 GHz.

8 wir sprechen von einer hochsignifikanten Bestatigung, falls Ex-Werte kleiner 0,5 erreicht werden. Ausgehend von
einer Angabe der Messunsicherheiten mit einem Vertrauensintervall von 95% liegt hier eine gegenseitige Uberdeckung
der Vertrauensintervalle mit k = 1 vor. Gefordert werden in der Regel Ex-Werte kleiner 1,0, was einer gegenseitigen

Uberdeckung der Messunsicherheiten mit k = 2 entspricht.
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